МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАДАЧИ О РАВНОВЕСИИ МЯГКОЙ БИОЛОГИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ. I. ОБОБЩЕННАЯ ПОСТАНОВКА
                             // Ученые записки КФУ. Физико-математические науки 2012 том154 N4 by Абдюшева Гузель Равилевна et al.
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎÎ ÓÍÈÂÅÑÈÒÅÒÀ
Òîì 154, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2012
ÓÄÊ 517.957
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
Î ÀÂÍÎÂÅÑÈÈ ÌßÊÎÉ ÁÈÎËÎÈ×ÅÑÊÎÉ
ÎÁÎËÎ×ÊÈ. I. ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ
.. Àáäþøåâà, È.Á. Áàäðèåâ, Â.Â. Áàíäåðîâ,
Î.À. Çàäâîðíîâ, .. Òàãèðîâ
Àííîòàöèÿ
àáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è î ðàâíîâåñèè ìÿãêîé
áèîëîãè÷åñêîé îáîëî÷êè (òîíêîé êèøêè). Ýòà áèîëîãè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ìîäåëèðóåòñÿ
ìÿãêîé ñåò÷àòîé îáîëî÷êîé, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ñåìåéñòâàìè âçàèìíî ïåðåñåêàþùèõñÿ
àðìèðóþùèõ íèòåé â ïðîäîëüíîì è ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. Ïðèâåäåíà îáîáùåííàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà  ïñåâäîìîíîòîííûì îïåðàòîðîì.
Èññëåäîâàíà åãî ðàçðåøèìîñòü.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìÿãêàÿ áèîëîãè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, âàðèà-
öèîííîå íåðàâåíñòâî, èòåðàöèîííûé ìåòîä.
Ââåäåíèå
àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìÿãêîé áèîëî-
ãè÷åñêîé îáîëî÷êè. Â êà÷åñòâå òàêîé îáîëî÷êè âûáèðàåòñÿ òîíêàÿ êèøêà. Òîíêàÿ
êèøêà ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ òðóáêó
(ñì., íàïðèìåð, [1℄). Â áðþøíîé ïîëîñòè îíà äîñòàòî÷íî õîðîøî èììîáèëèçîâàíà
áëèçëåæàùèìè îðãàíàìè. Ïðîêñèìàëüíûé êîíåö åå íåïîäâèæíî ïðèêðåïëåí ê æå-
ëóäêó, äèñòàëüíûé  ê ñëåïîé êèøêå. Âíóòðèïîëîñòíîå äàâëåíèå â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ
ðàâíî 1020 ìì âîä. ñò. è ñîîòâåòñòâóåò áàçàëüíîìó.
Ñòåíêà êèøêè ÿâëÿåòñÿ ïîëèìîðíûì ãåòåðîãåííûì áèîêîìïîçèòîì, çàêëþ-
÷åííûì â ïîäàòëèâóþ ìàòðèöó ãëèêîïðîòåèäîâ [2℄. Îïîðíóþ ñòðîìó íåðâíî-ìû-
øå÷íîãî êîìïëåêñà è æåëåçèñòûõ êîìïîíåíò òêàíè îðìèðóþò ãîðèðîâàííûå
â ïëîñêîñòè êîëëàãåíîâûå, ýëàñòè÷åñêèå è àðãèðîèëüíûå âîëîêíà. Äèñêðåòíî ðàñ-
ïîëîæåííûå ñîåäèíèòåëüíî-òêàííûå èáðèëëû îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñêðåïëåíû
â ìåñòàõ ïåðåñå÷åíèÿ ¾àíàñòîìîòè÷åñêèìè ñâÿçÿìè¿, ÷òî ñîçäàåò àðõèòåêòîíèêó
àíàëîãè÷íî êðóïíî- è ìåëêî-ïåòëèñòîé ñåòè îðòîãîíàëüíîãî ïëåòåíèÿ. Ìíîãîîáðà-
çèå îðì äâèãàòåëüíîé àêòèâíîñòè îáóñëîâëåíî ðàáîòîé íàðóæíîãî ïðîäîëüíîãî
(m. longitudinalis) è âíóòðåííåãî öèðêóëÿðíîãî ìûøå÷íûõ (m. irularis) ñëîåâ. Ïðè
ýòîì ðàñïîëîæåíèå ñîêðàòèòåëüíûõ âîëîêîí â m. longitudinalis  èñòèííî îñåâîå,
à â m. irularis  ñòðîãî êðóãîâîå.
Ìíîãîêîìïîíåíòíîñòü, êîíñòðóêòèâíàÿ àíèçîòðîïèÿ è îòñóòñòâèå ñëîèñòîé
äâóìåðíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí ñëîæíîñòè ìåõàíè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ îáúåêòà, çàïèñè äëÿ íåãî îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîñòîÿ-
íèÿ è ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî òàêèå ñïåöèè÷åñêèå îñîáåííîñòè, êàê òîíêîñòåííîñòü,
áîëüøàÿ äåîðìàòèâíîñòü, ñëàáàÿ ñîïðîòèâëÿåìîñòü èçãèáó è ïðàêòè÷åñêàÿ íåñïî-
ñîáíîñòü âîñïðèíèìàòü ñæèìàþùèå òàíãåíöèàëüíûå óñèëèÿ, äåëàþò âîçìîæíûì
èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè ìÿãêîé áåçìîìåíòíîé îáîëî÷êè [3℄. Áîëåå òîãî, îñíîâû-
âàÿñü íà äàííûõ î ñòðîåíèè, öåëåñîîáðàçíî ìîäåëèðîâàòü òîíêóþ êèøêó â ðàìêàõ
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îñîáîãî êëàññà ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê, îáðàçîâàííûõ äâóìÿ ñåìåéñòâàìè âçàèìíî ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ àðìèðóþùèõ íèòåé [4℄, â äàííîì ñëó÷àå  ñîñòàâëåííûõ èç ìûøå÷íûõ
âîëîêîí, çàêëþ÷åííûõ â óòëÿð ñîåäèíèòåëüíîòêàííûõ èáðèëë.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óíê-
öèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ â ïðîäîëüíûõ íèòÿõ çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ îò
ñòåïåíè óäëèíåíèÿ (òî åñòü óíêöèÿ, çàäàþùàÿ èçè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå), èìååò
ñòåïåííîé ðîñò. Îãðàíè÷åíèé íà ðîñò óíêöèè, îïðåäåëÿþùåé â öèðêóëÿðíûõ íè-
òÿõ çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ îò ñòåïåíè óäëèíåíèÿ, íå íàêëàäûâàåò-
ñÿ. Ïðèâåäåíà îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà
ñ ïñåâäîìîíîòîííûì [5℄ îïåðàòîðîì. Íåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ àïïàðàòà âàðèà-
öèîííûõ íåðàâåíñòâ âûçâàíà òåì, ÷òî ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè çàäà÷è íàäî
èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèå íà ïåðåìåùåíèÿ, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùåå ïðè ðàññìîò-
ðåíèè îñåñèììåòðè÷íîé îáîëî÷êè, îçíà÷àþùåå îòñóòñòâèå åå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Èñ-
ñëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Ñ ýòîé öåëüþ óñòàíîâëåíû
ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî: ïñåâäîìîíîòîííîñòü
è êîýðöèòèâíîñòü. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ åãî ðàçðåøèìîñòè èñ-
ïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Àíàòîìè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü êèøêè îòîæäåñòâèì ñ ãëàäêîé ñðåäèííîé ïîâåðõ-
íîñòüþ, îïðåäåëÿþùåé åå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå. àññìîòðèì ìÿãêóþ ñåò÷àòóþ
áèîëîãè÷åñêóþ îáîëî÷êó, ïðåäñòàâëÿþùóþ èç ñåáÿ â íåäåîðìèðîâàííîì ñîñòîÿ-
íèè öèëèíäð çàäàííîãî ðàäèóñà r0 äëèíû l (ñì. ðèñ. 1).
èñ. 1. Íåäåîðìèðîâàííàÿ îáîëî÷êà
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðà ïëîòíîñòåé ïîâåðõíîñòíûõ è ìàññîâûõ ñèë ëåæàò
â ðàäèàëüíîé (ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü ñèììåòðèè) ïëîñêîñòè, è ïåðåìåùåíèå òî-
÷åê îáîëî÷êè ïðîèñõîäèò òàêæå â ðàäèàëüíîé ïëîñêîñòè. àññìàòðèâàåìàÿ íàìè
áèîëîãè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ ìÿãêîé öèëèíäðè÷åñêîé îðòîòðîïíîé îñåñèììåò-
ðè÷íîé îáîëî÷êîé, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ãëàäêîìûøå÷íûõ âîëîêîí
îðòîãîíàëüíîãî òèïà ïëåòåíèÿ è ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ â íåäåîðìèðîâàííîì
ñîñòîÿíèè êðóãîâîé öèëèíäð ðàäèóñà r0 è äëèíû l . àññìàòðèâàåìûé ñåãìåíò
îáîëî÷êè îñòàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè è â äåîðìè-
ðîâàííûõ êîíèãóðàöèÿõ. Â èñõîäíîì ðàñïðàâëåííîì ñîñòîÿíèè îáîëî÷êà óäåð-
æèâàåòñÿ âíóòðåííèì èçáûòî÷íûì äàâëåíèåì èíòåíñèâíîñòè q . Ïîâåðõíîñòíàÿ
íàãðóçêà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäÿùåé, òî åñòü íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè îáîëî÷êè. Òîðöû îáîëî÷êè ïîëàãàåì æåñòêî çàêðåïëåííûìè ïî êîíòóðó.
Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ áèîëîãè÷åñêîé îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ
êðèâîëèíåéíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ëàãðàíæåâà ñèñòåìà êîîðäèíàò (α1, α2) , îðèåíòè-
ðîâàííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïîëîæåíèåì öèðêóëÿðíûõ è ïðîäîëüíûõ íèòåé íåñó-
ùåãî êàðêàñà áèîëîãè÷åñêîé òêàíè è îòíåñåííàÿ ê ëèíèÿì êðèâèçíû îáîëî÷êè
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â åå íåäåîðìèðîâàííîì ïîëîæåíèè, 0 ≤ α1 ≤ 2π , 0 ≤ α2 ≤ l . Ïîëîæåíèå ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè çàäàäèì ðàäèóñ-âåêòîðîì r = r(α1, α2) ,
ãäå êðèâûå α1 = const è α2 = const îáðàçóþò ñèñòåìó ïàðàìåòðè÷åñêèõ ëèíèé.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ëèíèè íå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. åîìåòðèÿ îáî-
ëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ óíäàìåíòàëüíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ïîâåðõíîñòè, êîâà-
ðèàíòíûå êîìïîíåíòû gij êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî îðìóëàì gij = (ri, rj) , âåê-
òîðû ri = ∂r/∂α
i =
√
gii ei  êàñàòåëüíûå ê ëèíèÿì α
i = const , îáðàçóþùèå
êîâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ, ei  åäèíè÷íûå âåêòîðà, êàñàòåëüíûå ê ëèíèÿì
αi = const , i = 1, 2 , e3 = e1 × e2 . Âåëè÷èíó g = g11g22 − g212 íàçûâàþò äèñêðèìè-
íàíòîì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ îáîëî÷êà îðòîòðîïíà è
ïîäâåðãàåòñÿ òîëüêî îñåñèììåòðè÷íîìó äåîðìèðîâàíèþ, åå ïðîèëü ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòè è â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå çàäàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè
x1 = s+ y(α
1, α2), x2 = r0 + w(α
1, α2), (1)
ãäå (y, w)  âåêòîð ïåðåìåùåíèé, à ðàâåíñòâà x1 = s , x2 = r0 îïðåäåëÿþò íåäå-
îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè.
Èòàê, ðàññìîòðèì ìÿãêóþ îáîëî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì
íåêîòîðîé çàäàííîé ñèñòåìû ðàñïðåäåëåííûõ íàãðóçîê. Ïîä äåéñòâèåì óêàçàííûõ
íàãðóçîê â îáîëî÷êå âîçíèêàþò ìåìáðàííûå óñèëèÿ. Îòíåñÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè
ê ïðîèçâîëüíîé ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò α1 , α2 , âûäå-
ëèì íà íåé áåñêîíå÷íî ìàëûé ýëåìåíò äâóìÿ ïàðàìè ñå÷åíèé α1 , α1 + dα1 è
α2 , α2+ dα2 (ñì. ðèñ. 2). Ïëîùàäè íåäåîðìèðîâàííîãî è äåîðìèðîâàííîãî ýëå-
ìåíòîâ âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðèìèíàíòà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
√
◦
g dα1dα2 è
√
g dα1dα2 . (Çäåñü è äàëåå âåðõíèì íîëèêîì ïîìå÷åíû âåëè-
÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàñêðîéíîé (íåäåîðìèðîâàííîé) îðìå.) Òîãäà ïîâåðõíîñò-
íûå è ìàññîâûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà âûäåëåííûé ýëåìåíò, áóäóò ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî Q = q
√
g dα1dα2 è F = γ0µ
√
◦
g dα1dα2, ãäå µ  âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé
ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë; γ0  ïëîòíîñòü íåäåîðìèðîâàííîãî ìàòåðèàëà îáîëî÷êè,
òî åñòü ìàññà åäèíèöû ïëîùàäè íåäåîðìèðîâàííîé îáîëî÷êè.
Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè àêòèâíûìè ñèëàìè íà ãðàíÿõ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà äåé-
ñòâóþò ïîãîííûå óñèëèÿ: íà ïëîùàäêàõ α1 = const è α2 = const äåéñòâóþò ñèëû
R1 = − (T ä11 e1 + T ä12 e2)
√
g22 dα
2
è R2 = − (T ä21 e1 + T ä22 e2)
√
g11 dα
1,
ãäå T äij  èçè÷åñêèå êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëíûõ ìåìáðàííûõ óñèëèé â äåîðìè-
ðîâàííîì ñîñòîÿíèè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.
Íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ âåêòîðû äåéñòâóþùèõ âíóòðåííèõ ñèë ðàâíû
−
(
R1 +
∂R 1
∂α1
dα1
)
è −
(
R2 +
∂R2
∂α2
dα2
)
.
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àâåíñòâî íóëþ ãëàâíîãî âåêòîðà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ
ýëåìåíòà îáîëî÷êè
−∂R1
∂α1
dα1 − ∂R2
∂α2
dα2 +Q+ F = 0. (2)
Óðàâíåíèå (2) â ðàçâåðíóòîì âèäå ïðèìåò âèä
∂
∂α1
[
(T ä11 e1 + T
ä
12 e2)
√
g22
]
+
∂
∂α2
[
(T ä21 e1 + T
ä
22 e2)
√
g11
]
+ q
√
g+ γ0 µ
√
◦
g = 0. (3)
Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîé òî÷êå íåäåîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî óêàçàòü
äâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ, íàçûâàåìûõ ãëàâíûìè, êîòîðûå è ïîñëå
äåîðìàöèè îñòàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Â ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàòíûå ëèíèè íà
ïîâåðõíîñòè ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè T ä12 = T
ä
21 = 0 , g12 = g21 = 0 ,
îáîçíà÷èì T ä11 = T
ä
1 , T
ä
22 = T
ä
2 . Òîãäà óðàâíåíèå (3) çàïèøåòñÿ êàê
∂
∂α1
(
T ä1
√
g22 e1
)
+
∂
∂α2
(
T ä2
√
g11 e2
)
+ q
√
g11 g22 + γ0 µ
√
◦
g = 0, (4)
Êðîìå òîãî,
√
◦
g = 1 , òàê êàê
◦
g11=
∣∣∣ ◦r1 ∣∣∣2 = 1 , ◦g22= ∣∣∣ ◦r2 ∣∣∣2 = 1 , à çíà÷èò, ◦g= 1 .
Ñëåäóÿ [6, ñ. 56℄, îáîçíà÷èì ÷åðåç λi , i = 1, 2 , ñòåïåíè óäëèíåíèé âäîëü âîëîêîí
ñåòêè, îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî îðìóëàì λi = |ri| =
√
gii/
◦
gii =
√
gii .
Áèîëîãè÷åñêàÿ îáîëî÷êà èñïûòûâàåò îñåñèììåòðè÷íûå äåîðìàöèè. Òàê êàê
ðàññìàòðèâàåìàÿ îáîëî÷êà îðòîòðîïíà è ïîäâåðãàåòñÿ òîëüêî îñåñèììåòðè÷íîìó
äåîðìèðîâàíèþ, åå ïðîèëü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòè. Äå-
îðìàöèþ îáîëî÷êè áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî ýéëåðîâîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò, â êà÷åñòâå êîòîðîé óäîáíî èñïîëüçîâàòü öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò (ρ, θ, z) , ñâÿçàííóþ ñ ïàðàìåòðàìè ïðîèëÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
ρ = x2(α
1, α2), θ = θ(α1, α2), z = x1(α
1, α2). Ñâÿçü ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ââå-
äåííîé ðàíåå ëàãðàíæåâîé ñèñòåìîé çàäàåòñÿ î÷åâèäíûìè ñîîòíîøåíèÿìè α1 = s ,
α2 = r0θ . Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (4) ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå
∂
∂s
(
T ä1
√
g22
g11
∂r
∂s
)
+
1
r20
∂
∂θ
(
T
ä
2
√
g11
g22
∂r
∂θ
)
+ q
√
g11 g22 + γ0 µ
√
◦
g = 0. (5)
Ïåðåïèøåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå (5) â âèäå ñèñòåìû ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ
ýòîãî óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó öèëèíäðè÷åñêîé è äåêàðòîâîé ñèñòåìàìè êî-
îðäèíàò. Ïóñòü îðòû ξ , η , χ è i1 , i2 , i3 îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó öèëèíäðè÷åñêîé
è äåêàðòîâîé ñèñòåì êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî
ξ = i1 cos θ + i2 sin θ, η = −i1 sin θ + i2 cos θ, χ = i3.
Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî
∂ξ
∂s
=
∂η
∂s
= 0,
∂ξ
∂θ
= η,
∂η
∂θ
= −η, r = i1 ρ cos θ + i2 ρ sin θ + i2z = ρξ + zχ.
Ïîýòîìó
∂r
∂s
=
∂x2
∂s
ξ +
∂x1
∂s
χ =
∂w
∂s
ξ +
∂(s+ y)
∂s
χ =
∂w
∂s
ξ +
(
1 +
∂y
∂s
)
χ,
∂r
∂θ
= ρ η = x2 η.
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Âûâåäåì îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïîâåðõ-
íîñòè, êîòîðàÿ ïîêðûòà ñåòüþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ëèíèé α1 = const è α2 = const .
Èìååì
r1 =
∂r
∂α1
=
∂r
∂s
, r2 =
∂r
∂α2
=
1
r0
∂r
∂θ
,
à çíà÷èò,
g11 = |r21| =
(
∂w
∂s
)2
+
(
1 +
∂y
∂s
)2
, g22 = |r22| =
(
ρ
r0
)2
=
(
r0 + w
r0
)2
.
Ñ ó÷åòîì ýòèõ âûðàæåíèé ñòåïåíè óäëèíåíèé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ëèíèé α1 = const è α2 = const çàïèøóòñÿ â âèäå
λ1 =
√(
∂w
∂s
)2
+
(
1 +
∂y
∂s
)2
, λ2 =
r0 + w
r0
. (6)
Ïîýòîìó
∂
∂s
(
T ä1
√
g22
g11
∂r
∂s
)
=
∂
∂s
(
T ä1
λ2
λ1
∂w
∂s
)
ξ +
∂
∂s
(
T ä1
λ2
λ1
(
1 +
∂y
∂s
))
χ =
=
∂
∂s
(
T ä1
λ2
λ1
∂x2
∂s
)
ξ +
∂
∂s
(
T ä1
λ2
λ1
∂x1
∂s
)
χ.
Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îñåñèììåòðè÷íûå äåîðìàöèè, êîìïîíåíòû òåí-
çîðà ìåìáðàííûõ óñèëèé è ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïîâåðõíîñòè íå çàâèñÿò îò óãëà θ ,
à çíà÷èò,
1
r20
∂
∂θ
(
T ä2
√
g11
g22
∂r
∂θ
)
=
1
r20
T ä2
√
g11
g22
ρ
∂η
∂θ
= −T
ä
2 λ1
r0
ξ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ q íà íàïðàâëåíèÿ
âåêòîðîâ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ðàçëîæèì åãî ïî ëîêàëüíîìó áàçèñó
e1 , e2 , e3 ïîâåðõíîñòè: q = q1e1 + q2e2 + q3e3 . Èìååì
e1 =
r1√
g11
=
1√
g11
∂r
∂s
=
1√
g11
(
∂w
∂s
ξ +
(
1 +
∂y
∂s
)
χ
)
= ξ sinϕ+ χ cosϕ,
e2 =
r2√
g22
=
r0
ρ
1
r0
∂r
∂θ
= η, e3 = e1 × e2 = −ξ cosϕ+ χ sinϕ,
ãäå
sinϕ =
∂w
∂s
/√(
∂w
∂s
)2
+
(
1 +
∂y
∂s
)2
=
1
λ1
∂x2
∂s
,
cosϕ =
(
1 +
∂u
∂s
)/√(∂w
∂s
)2
+
(
1 +
∂y
∂s
)2
=
1
λ1
∂x1
∂s
.
Ïîñêîëüêó âåêòîð q íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, à âåêòîðà
e1 è e2 ëåæàò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, òî q1 = q2 = 0 .
Òàêèì îáðàçîì,
q = q3e3 = −q3ξ cosϕ+ q3χ sinϕ = −q3 1
λ1
∂x1
∂s
ξ + q3
1
λ1
∂x2
∂s
χ,
ãäå q3  èíòåíñèâíîñòü íîðìàëüíîé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó ïëîùàäè
äåîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè.
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Åñëè òåïåðü âåêòîðíîå óðàâíåíèå (5) ñïðîåêòèðîâàòü íà íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ
ξ , η , χ , òî ïîëó÷èì äâà ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîåêöèé íà îñè ξ è χ (ïðîåêöèè
íà îñü η îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (5) ðàâíû íóëþ):
∂
∂s
(
T
ä
1
λ2
λ1
∂x2
∂s
)
+
q 3
λ1
λ1 λ2
∂x2
∂s
= −f1(s),
∂
∂s
(
T ä1
λ2
λ1
∂x2
∂s
)
− q 3
λ1
λ1 λ2
∂x1
∂s
− 1
r0
T ä2 λ1 = −f2(s),
ãäå f1 è f2  ïðîåêöèè íà îñè ξ è χ âåêòîðà −γ0µ . Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü
ïðåîáðàçîâàíû ïóòåì çàìåíû óñèëèé T ä1 è T
ä
2 , îòíåñåííûõ ê åäèíèöå äëèíû äå-
îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êè, íà óñèëèÿ T1 è T2 , îòíåñåííûå ê åäèíèöå
äëèíû íåäåîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ: T1 = λ2T
ä
1 è T2 = λ1T
ä
2 . Òîãäà âåêòîðíîå
óðàâíåíèå (5) ïðèíèìàåò âèä ñèñòåìû äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
∂
∂s
(
T1
λ1
∂x2
∂s
)
+ q3 λ2
∂x2
∂s
= −f1(s),
∂
∂s
(
T1
λ1
∂x2
∂s
)
− q3λ2 ∂x1
∂s
− 1
r0
T2 = −f2(s).
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1), (6) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ
∂
∂s
(
T1
λ1
(
1 +
∂y
∂s
))
+ q3
(
1 +
w
r0
)
∂w
∂s
= f1(s),
∂
∂s
(
T1
λ1
∂w
∂s
)
− q3
(
1 +
w
r0
) (
1 +
∂y
∂s
)
− 1
r0
T2 = f2(s).
(7)
Óðàâíåíèÿ (7) ðàâíîâåñèÿ ìÿãêîé áèîëîãè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîëó÷åíû â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî èíåðöèîííûå ñèëû îòñóòñòâóþò. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå äëÿ èçó÷à-
åìîãî êëàññà çàäà÷ î äåîðìàöèè áèîëîãè÷åñêèõ îáîëî÷åê âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî
åñòåñòâåííûì, èáî, êàê ïðàâèëî, â ìîäåëèðóåìûõ îáúåêòàõ, â ÷àñòíîñòè â òîí-
êîé êèøêå, èíåðöèîííûå ñèëû íåñîèçìåðèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè
ñèëàìè, äåéñòâóþùèìè íà îáîëî÷êó. Ïðè óêàçàííîì ïðåäïîëîæåíèè ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé (7) äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé y , w äåîðìèðîâàííîé îáîëî÷êè
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
∂
∂s
(
T1
λ1
(
1 +
∂y
∂s
))
+ q
(
1 +
w
r0
)
∂w
∂s
= −f1(s), 0 < s < l,
∂
∂s
(
T1
λ1
∂w
∂s
)
− q
(
1 +
w
r0
)(
1 +
∂y
∂s
)
− 1
r0
T2 = −f2(s), 0 < s < l.
(8)
Çäåñü q = q3  èíòåíñèâíîñòü íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ.
Ïîñêîëüêó êðàÿ îáîëî÷êè çàêðåïëåíû, óðàâíåíèÿ (8) äîïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè
y(0) = w(0) = 0, y(l) = w(l) = 0. (9)
Êðîìå òîãî, ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
w(s) + r0 ≥ 0, 0 < s < l, (10)
îçíà÷àþùåìó íåäîïóùåíèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷êè.
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2. Îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (8), (9) èìååò âèä
l∫
0
T1(λ1(u))
λ1(u)
(u˜′, v′) ds+ q
l∫
0
[u˜′1 v2 + u2 v
′
1] ds+
+
q
r0
l∫
0
[
1
2
u22 v
′
1 + u˜
′
1 u2 v2
]
ds+
1
r0
l∫
0
T2(λ2(u)) v2 ds =
l∫
0
(f, v) ds. (11)
Çäåñü v  ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðóåìàÿ, èíèòíàÿ íà [0, l] óíê-
öèÿ, u˜(s) = (u1(s) + s, u2(s)) , λ1(u) = |u˜′(s)|, λ2(u) = 1+ u2(s)/r0 , u1 = y , u2 = w .
ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (9) ïðèîáðåòóò âèä u(0) = (0, 0), u(l) = (0, 0).
Êðîìå òîãî, ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ u2(s) + r0 ≥ 0 , êîòîðîå
îçíà÷àåò íåäîïóùåíèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷êè.
Ïðèâåäåì îáîáùåííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (8)(10). Îòíîñèòåëüíî óíêöèé T1
è T2 ñ÷èòàåì, ÷òî
Ti(ξ) = 0, ξ ≤ 1, i = 1, 2 (îáîëî÷êà íå âîñïðèíèìàåò ñæèìàþùèõ óñèëèé), (12)
Ti, i = 1, 2, − íåïðåðûâíûe, íåóáûâàþùèe, (13)
T1 èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ñòåïåííîé ðîñò ïîðÿäêà p− 1 > 0 , òî åñòü ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå k 0 , k 1 , òàêèå, ÷òî
k0(ξ − 1)p−1 ≤ T1(ξ) ≤ k1ξp−1 ïðè ξ ≥ 1. (14)
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî V =
[
◦
W
(1)
p (0, l)
]2
ñ íîðìîé
‖u‖ =
[ l∫
0
|u ′|p ds
]1/p
,
à òàêæå ìíîæåñòâî K = {u ∈ V : r0 + u2 ≥ 0} . Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî K âû-
ïóêëî è çàìêíóòî. Ñîïðÿæåííûì ê V ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî V ∗ =
[
◦
W
(−1)
p∗ (0, l)
]2
,
p∗ = p/(p− 1) .
Îáîçíà÷èì èíòåãðàëû â ëåâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (11) ÷åðåç
Ψ1u(v) , Ψ2u(v) , Ψ3u(v) , Ψ4u(v) , ãäå u , v  ïðîèçâîëüíûå óíêöèè èç V . Ââå-
äåì âåêòîð û = (s, 0) . Òîãäà u˜ = u+ û , ‖u˜‖ ≤ ‖u‖+ 1 . Èìååì â ñèëó (14)
|Ψ1u(v)| =
∣∣∣∣
l∫
0
T1(λ1(u))
λ1(u)
(u˜ ′, v′) ds
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣
l∫
0
T1(λ1(u))
λ1(u)
(u′ + û ′, v′ ) ds
∣∣∣∣ ≤
≤ k1
l∫
0
|u′ + û ′|p−1|v′| ds ≤ k1‖u˜‖p−1‖v‖ ≤ k1(‖u‖+ 1)p−1‖v‖. (15)
Äàëåå,
|Ψ2u(v)| = q
∣∣∣∣
l∫
0
[
u˜ ′1v2 + u2v
′
1
]
ds
∣∣∣∣ ≤ c1q (‖u‖+ 1) ‖v‖, c1 > 0. (16)
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Â ñèëó âëîæåíèÿ
◦
W
(1)
p (0, l) â C[0, l] èìååì
|Ψ3u(v)| = q
r0
∣∣∣∣
l∫
0
[
1
2
u22v
′
1 + u˜
′
1u2v2
]
ds
∣∣∣∣ ≤
≤ q
r0
max
s∈[0, l ]
|u2(s)|
l∫
0
∣∣∣∣12 u2v′1 + u˜ ′1v2
∣∣∣∣ ds ≤ c2q‖u‖(‖u‖+ 1)‖v‖, c2 > 0. (17)
Èç íåïðåðûâíîñòè T2 è âëîæåíèÿ
◦
W
(1)
p (0, l) â C[0, l] ñëåäóåò, ÷òî
|Ψ4u(v)| = 1
r0
∣∣∣∣
l∫
0
T2(λ2(u))v2 ds
∣∣∣∣ ≤ c3u‖v‖, c3u > 0. (18)
Èòàê, óíêöèîíàëû Ψ1u , Ψ2u , Ψ3u, FΨu îãðàíè÷åíû íà V , êðîìå òîãî, îíè,
î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíû îïåðàòîðû A, B, D,
H : V → V ∗ è ýëåìåíò f ∈ V ∗ , ïîðîæäàåìûå îðìàìè
〈Au, v〉 =
l∫
0
T1(λ1(u))
λ1(u)
(
u˜ ′, v′
)
ds, 〈Bu, v〉 =
l∫
0
[
u˜ ′1v2 + u2v
′
1
]
ds,
〈Du, v〉 = 1
r0
l∫
0
T2(λ2(u))v2 ds, 〈Hu, v〉 = 1
r0
l∫
0
[
1
2
u22v
′
1 + u˜
′
1u2v2
]
ds,
〈f, v〉 =
l∫
0
(f, v) ds,
ãäå 〈·, ·〉  îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V è V ∗ .
Òàêèì îáðàçîì, ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è îá îïðåäå-
ëåíèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìÿãêîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, çàêðåïëåííîé ïî êðàÿì,
íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ìàññîâûõ ñèë, ïîñòîÿííîé ñëåäÿùåé ïîâåðõíîñò-
íîé íàãðóçêè, áóäåì ïîíèìàòü óíêöèþ u ∈ K , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùåìó
âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó:
〈(A+D)u, v − u〉 ≥ 〈f − q (B +H)u, v − u〉 ∀ v ∈ K. (19)
3. Ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ íàì â äàëü-
íåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (19) è àëãîðèòìà åå ðåøåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12)(14). Òîãäà îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì, ìîíîòîííûì è îãðàíè÷åííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîìîíîòîí-
íûì è êîýðöèòèâíûì, ïðè÷åì
〈Au, u〉 ≥ k0‖u‖p − c4‖u‖p−1 − c5 ∀u ∈ V. (20)
ãäå c4 =
[
k0p+ ((p− 1)k0 + k1)2p−1
]
l1/p, c5 =
[
((p− 1)k0 + k1)2p−1
]
l + k0 l.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u è v èìååì
〈Au −Av, u− v〉 =
l∫
0
T1(λ1(u))
λ1(u)
[(1 + u′1) (u
′
1 − v′1) + u′2(u′2 − v′2)] ds−
−
l∫
0
T1(λ1(v))
λ1(v)
[(1 + v′1)(u
′
1 − v′1) + v′2(u′2 − v′2)] ds =
=
l∫
0
T1(λ1(u))
λ1(u)
[(1 + u′1)((u
′
1 + 1)− (v′1 + 1)) + u′2(u′2 − v′2)] ds−
−
l∫
0
T1(λ1(v))
λ1(v)
[(1 + v′1)((u
′
1 + 1)− (v′1 + 1)) + v′2(u′2 − v′2)] ds =
=
l∫
0
(
T1(λ1(u))
λ1(u)
u˜ ′ − T1(λ1(v))
λ1(v)
v˜ ′, u˜ ′ − v˜ ′
)
ds =
=
l∫
0
(
T1(|u˜ ′|)
|u˜ ′| |u˜
′|2 − T1(|u˜
′|)
|u˜ ′| (u˜
′, v˜ ′)− T1(|v˜
′|)
|v˜ ′| (v˜
′, u˜ ′) +
T1(|v˜ ′|)
|v˜ ′| |v˜
′|2
)
ds ≥
≥
l∫
0
(
T1(|u˜′|)
|u˜ ′| |u˜
′|2 − T1(|u˜
′|)
|u˜′| |u˜
′| |v˜ ′| − T1(| v˜
′|)
|v˜ ′| |v˜
′| |u˜ ′|+ T1(|v˜
′|)
|v˜ ′| |v˜
′|2
)
ds =
=
l∫
0
[
T1(|u˜ ′|)
|u˜ ′| |u˜
′| − T1(|u˜
′|)
|v˜ ′| |v˜
′|
] [|u˜ ′| − |v˜ ′|] ds ≥ 0
â ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ T1 , òî åñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.
Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (15).
Äàëåå, îáîçíà÷èì Ω+1 = {s ∈ (0, l) : λ1(u) ≥ 1} , Ω−1 = (0, l) \ Ω+1 . Ïîñêîëüêó
T1(λ1(u)) = 0 íà Ω
−
1 (0, l) , òî ñ ó÷åòîì (14) è íåðàâåíñòâà x
α ≥ yα + αy α−1(x− y) ,
ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âñåõ x ≥ 0 , y ≥ 0 , α > 1 , èìååì
〈Au, u〉 =
∫
Ω+
1
T1(λ1(u))
λ1(u)
[
(1 + u′1)u
′
1 + (u
′
2)
2
]
ds =
∫
Ω+
1
T1(λ1(u))λ1(u) ds−
−
∫
Ω+
1
T1(λ1(u))
λ1(u)
(1 + u′1) ds ≥ k0
∫
Ω+
1
(λ1(u)− 1)p−1λ1(u) ds−
∫
Ω+
1
T1(λ1(u)) ds ≥
≥ k0
∫
Ω+
1
(λ1(u)− 1)p ds− k1
∫
Ω+
1
λp−11 (u) ds ≥ k0
∫
Ω+
1
λp1(u) ds−
− ((p− 1)k0 + k1)
∫
Ω+
1
λp−11 (u) ds ≥ k0
l∫
0
λp1(u) ds− k0
∫
Ω−
1
λp1(u) ds−
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− ((p− 1)k0 + k1)
l∫
0
λp−11 (u) ds ≥ k 0
l∫
0
λp1(u) ds−
∫
Ω−
1
ds−
− ((p−1)k0+k1)
l∫
0
λp−11 (u) ds ≥ k0
l∫
0
λp1(u) ds−k0l− ((p−1)k0+k1)
l∫
0
λp−11 (u) ds,
èáî λ1(u) ≤ 1 íà Ω−1 .
Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x , y , ëþáîãî α > 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
|x|α − |y|α ≥ α |y|α−2(y, x− y),
ïðèìåíÿÿ êîòîðîå äëÿ âåêòîðîâ x = u′ + û ′ , y = u′ , ïîëó÷èì, ÷òî
λp1(u) = |u′ + û ′|p ≥ |u′|p − p|u′|p−2(u′, û ′) ≥
≥ |u′|p − p|u′|,p−2|u′| |û ′| = |u′|p − p|u′|p−1.
Äàëåå,
λp−11 (u) = |u′ + û ′|p−1 ≤ (|u′|+ |û ′|)p−1 = (|u′|+ 1)p−1 ≤ 2p−1
(|u′|p−1 + 1) .
Òàêèì îáðàçîì,
〈Au, u〉 ≥ k0
l∫
0
|u′|p ds− [k0p+ ((p− 1)k0 + k1)2p−1] l∫
0
|u′|p−1 ds− k0l−
− [((p− 1)k0 + k1)2p−1] l ≥ k0‖u‖p − [k0p+ ((p− 1)k0 + k1)2p−1] l1/p ‖u‖p−1−
− [((p− 1)k0 + k1)2p−1] l − k0l = k0‖u‖p − c4‖u‖p−1 − c5,
òî åñòü íåðàâåíñòâî (20) âûïîëíåíî.
Îïðåäåëèì òåïåðü íà Y = [Lp(0, l)]
2
îïåðàòîð h ïî îðìóëå
h(ξ) =
T1(|ξ˜|)
|ξ˜|
ξ˜, ξ˜ = (ξ1 + 1, ξ2), ξ = (ξ1, ξ2) ∈ Y.
Èç óñëîâèé (13), (14) âûòåêàåò, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Íåìûöêîãî (ñì.,
íàïðèìåð, [7, ñ. 213℄). Â ñèëó (14)
l∫
0
|h(ξ)|p∗ ds ≤ kp∗1
l∫
0
|ξ˜| p ds ≤ kp∗1 [1 + ‖ξ‖Y ]p < +∞,
òî åñòü h äåéñòâóåò èç [Lp(0, l)]
2
â [Lp∗(0, l)]
2 = Y ∗ .
Äëÿ ëþáûõ u , w èç V èìååì
∣∣∣〈Au,w〉∣∣∣ = ∣∣∣∣
l∫
0
(
T1(λ1(u))
λ1(u)
u˜ ′, w′
)
ds
∣∣∣∣ ≤
≤
 l∫
0
∣∣∣∣ T1(λ1(u))λ1(u) u˜ ′
∣∣∣∣p
∗
ds
1/p
∗
‖w‖ = ‖h(ξ)‖Y ∗‖w‖, ξ = u′.
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Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ u , v èç V
‖Au −Av‖V ∗ = sup
w 6=0
|〈Au −Av,w〉|
‖w‖ ≤ ‖h(ξ)− h(η)‖Y ∗ , ξ = u
′, η = v′.
Íî òîãäà íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà A ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
Íåìûöêîãî h (ñì. [7, òåîðåìà 19.2, ñ. 213℄).
Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (13). Òîãäà åñëè u(n) ⇀ u â V ïðè n→∞ ,
òî Du(n) → Du â V ∗ ïðè n→∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(n) ⇀ u â V ïðè n → +∞ . Â ñèëó êîìïàêòíîãî
âëîæåíèÿ
◦
W
(1)
p (0, l) â C[0, l] èìååì, ÷òî u
(n)
2 → u2 â C[0, l] ïðè n→ +∞ .
Äëÿ ëþáîãî w ∈ V èìååì
∣∣∣〈Du(n) −Du,w〉∣∣∣ = 1
r0
∣∣∣∣
l∫
0
[
T2
(
u
(n)
2 + r0
r0
)
− T2
(
u2 + r0
r0
)]
w2 ds
∣∣∣∣ ≤
≤ 1
r0
max
0≤s≤l
|w2(s)|
l∫
0
∣∣∣∣T2
(
u
(n)
2 + r0
r0
)
− T2
(
u2 + r0
r0
) ∣∣∣∣ ds ≤
≤ l
1/p∗
r0
‖w‖
l∫
0
∣∣∣∣∣T2
(
u
(n)
2 + r0
r0
)
− T2
(
u2 + r0
r0
)∣∣∣∣∣ ds,
ñëåäîâàòåëüíî,
∥∥∥Du(n)−Du∥∥∥
V ∗
=sup
w 6=0
∣∣〈Du(n)−Du,w〉∣∣
‖w‖ ≤
l1/p
∗
r0
l∫
0
∣∣∣∣∣T2
(
u
(n)
2 +r0
r0
)
−T2
(
u2+r0
r0
)∣∣∣∣∣ ds,
îòêóäà âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè T2 è ñèëüíîé ñõîäèìîñòè u
(n)
2 ê u2 â C[0, l] ïðè
n→ +∞ è âûòåêàåò òðåáóåìîå.
Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12), (13). Òîãäà îïåðàòîð D ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííûì è îãðàíè÷åííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîìîíîòîííûì, êðîìå òîãî
〈Du, u〉 ≥ 0 ∀u ∈ V. (21)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u è v èç V èìååì
〈Du−Dv, u − v〉 =
l∫
0
[
T2(λ2(u))− T2(λ2(v))
] u2 − v2
r0
ds =
=
l∫
0
[
T2(λ2(u))− T2(λ2(v))
] u2 + r0 − (v2 + r0)
r0
ds =
=
l∫
0
(
T2
(
u2 + r0
r0
)
− T2
(
v2 + r0
r0
))
u2 + r0 − (v2 + r0)
r0
ds,
îòêóäà â ñèëó íåóáûâàíèÿ T2 ïîëó÷àåì ìîíîòîííîñòü D .
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Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà D íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (18).
Äàëåå, îáîçíà÷èì Ω+2 = {s ∈ (0, l) : λ2(u) ≥ 1} , Ω−2 = (0, l) \ Ω+2 . Ïîñêîëüêó
T1(λ2(u)) = 0 íà Ω
−
2 (0, l) , òî
〈Du, u〉 = 1
r0
∫
Ω+
2
T2(λ2(u))u2 ds =
∫
Ω+
2
T2(λ2(u))(λ2(u)− 1) ds ≥ 0,
èáî λ2(u)− 1 ≥ 0 íà Ω+2 , à T2 âñþäó íåîòðèöàòåëüíà.
Ëåììà 4. Îïåðàòîð B  ëèïøèö-íåïðåðûâíûé ñ ïîñòîÿííîé c7 = 2l
2/p∗
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u , v è w èç V èìååì
∣∣∣ 〈Bu−Bv,w〉 ∣∣∣ = ∣∣∣∣
l∫
0
[(
u˜ ′1 − v˜ ′1
)
w2 + (u2 − v2)w′1
]
ds
∣∣∣∣ =
=
∣∣∣∣
l∫
0
[ (u′1 − v′1)w2 + (u2 − v2)w′1] ds
∣∣∣∣ ≤
≤ max
0≤s≤l
|w2(s)|
l∫
0
|u′1 − v′1| ds+ max
0≤s≤l
|u2(s)− v2(s)|
l∫
0
|w′1| ds ≤
≤
l∫
0
|w′2| ds
l∫
0
|u′1 − v′1| ds+
l∫
0
|u′2 − v′2| ds
l∫
0
|w′1| ds ≤
≤
l∫
0
[|u′1 − v′1|+ |u′2 − v′2|] ds
l∫
0
[|w′2|+ |w′1|] ds ≤ 2l2/p
∗‖u− v‖ ‖w‖,
ñëåäîâàòåëüíî,
‖Bu−Bv‖V ∗ = sup
w 6=0
|〈Bu−Bv,w〉|
‖w‖ ≤ 2l
2/p∗‖u− v‖ = c7‖u− v‖.
Ëåììà 5. Ïóñòü u(n) ⇀ u , v(n) ⇀ v â V ïðè n→ +∞ , òîãäà
lim
n→+∞
〈
Bu(n), v(n)
〉
= 〈Bu, v〉 , (22)
êðîìå òîãî, îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìîíîòîííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(n) ⇀ u , v(n) ⇀ v â V ïðè n→ +∞ . Èìååì∣∣∣ 〈Bu(n), v(n)〉− 〈Bu, v〉 ∣∣∣ =
=
∣∣∣∣∣∣
l∫
0
{[(
u
(n)
1
)′
+ 1
]
v
(n)
2 + u
(n)
2
(
v
(n)
1
)′
−
[
u ′1 + 1
]
v2 − u2 v ′1
}
ds
∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣∣
l∫
0
{[(
u
(n)
1
)′
+ 1
]
v
(n)
2 + u
(n)
2
(
v
(n)
1
)′
−
[(
u
(n)
1
)′
+ 1
]
v2 − u2
(
v
(n)
1
)′}
ds
∣∣∣∣∣∣+
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+
∣∣∣∣∣∣
l∫
0
{[(
u
(n)
1
)′
+ 1
]
v2 + u2
(
v
(n)
1
)′
−
[
u ′1 + 1
]
v2 − u2 v ′1
}
ds
∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
l∫
0
∣∣∣∣ (u(n)1 )′ + 1∣∣∣∣ ∣∣∣v(n)2 − v2 ∣∣∣ ds+
l∫
0
∣∣∣∣ (v(n)1 )′ ∣∣∣∣ ∣∣∣u(n)2 − u2 ∣∣∣ ds+
+
∣∣∣∣∣∣
l∫
0
{[(
u
(n)
1
)′
− u ′1
]
v2 +
[(
v
(n)
1
)′
− v ′1
]
u2
}
ds
∣∣∣∣∣∣ .
Â ñèëó êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ
◦
W
(1)
p (0, l) â Lp(0, l) èìååì, ÷òî v
(n)
2 → v2 , u(n)2 →
→ u2 â Lp(0, l) ïðè n→ +∞ , êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{(
u
(n)
1
)′
+ 1
}+∞
n=1
,{(
v
(n)
1
)′}+∞
n=1
îãðàíè÷åíû â Lp(0, l) â ñèëó ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé{
u
(n)
1
}+∞
n=1
,
{
v
(n)
1
}+∞
n=1
â
◦
W
(1)
p (0, l) . Îòñþäà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïðè n → +∞
ïåðâûõ äâóõ èíòåãðàëîâ ê íóëþ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà.
Ñõîäèìîñòü ïðè n → +∞ ê íóëþ òðåòüåãî èíòåãðàëà åñòü ñëåäñòâèå ñëàáîé
ñõîäèìîñòè â
◦
W
(1)
p (0, l) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{
u
(n)
1
}+∞
n=1
,
{
v
(n)
1
}+∞
n=1
ê u1 è v1
ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñèëó (22) èç òîãî, ÷òî u(n) ⇀ u â V ïðè n→∞ è lim sup
n→+∞
〈
Bu(n), u(n)−u〉 ≤ 0 ,
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî lim inf
n→+∞
〈
Bu(n), u(n) − v
〉
≥ 〈Bu, u− v〉 äëÿ âñåõ v ∈ V . Êðîìå
òîãî, (16) îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü B .
Òàêèì îáðàçîì, B  ïñåâäîìîíîòîííûé îïåðàòîð.
Ëåììà 6. Ïóñòü u(n) ⇀ u, v(n) ⇀ v â V ïðè n→ +∞ , òîãäà
lim
n→+∞
〈
Hu(n), v(n)
〉
= 〈Hu, v〉 , (23)
êðîìå òîãî, îïåðàòîð H ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìîíîòîííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(n) ⇀ u , v(n) ⇀ v â V ïðè n→ +∞ . Èìååì∣∣∣ 〈Hu(n), v(n)〉− 〈Hu, v〉 ∣∣∣ =
=
1
r0
∣∣∣∣
l∫
0
{
1
2
(
u
(n)
2
)2(
v
(n)
1
)′
+
[(
u
(n)
1
)′
+ 1
]
u
(n)
2 v
(n)
2 −
1
2
u22v
′
1−
−
[
u′1 + 1
]
u2v2
}
ds
∣∣∣∣ ≤ 12r0
l∫
0
∣∣∣∣(u(n)2 )2 − u22∣∣∣∣ ∣∣∣∣(v(n)1 )′∣∣∣∣ ds+
+
1
2r0
∣∣∣∣
l∫
0
[(
v
(n)
1
)′
− v′1
]
u22 ds
∣∣∣∣+ 1r0
l∫
0
∣∣∣(u(n)1 )′ + 1∣∣∣ ∣∣∣u(n)2 v(n)2 − u2v2∣∣∣ ds+
+
1
r0
∣∣∣∣
l∫
0
[(
u
(n)
1
)′
− u′1
]
u2v2 ds
∣∣∣∣ ≤
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≤ 1
2r0
max
0≤s≤l
|u(n)2 (s)+ u2(s)|
l∫
0
∣∣u(n)2 − u2∣∣∣∣(v(n)1 )′∣∣∣ ds+ 12r0
∣∣∣∣
l∫
0
[(
v
(n)
1
)′− v′1]u22 ds∣∣∣∣+
+
1
r0
max
0≤s≤l
|v(n)2 (s)|
l∫
0
∣∣∣u(n)2 − u2∣∣∣ ∣∣∣(u(n)1 )′ + 1∣∣∣ ds+
+
1
r0
max
0≤s≤l
|u2(s)|
l∫
0
∣∣∣v(n)2 − v2∣∣∣ ∣∣∣(u(n)1 )′ + 1∣∣∣ ds+ 1r0
∣∣∣∣
l∫
0
[(
u
(n)
1
)′
− u′1
]
u2v2 ds
∣∣∣∣.
Â ñèëó êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ
◦
W
(1)
p (0, l) â Lp(0, l) èìååì, ÷òî v
(n)
2 → v2 , u(n)2 →
→ u2 â Lp(0, l) ïðè n→ +∞ , êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{(
u
(n)
1
)′
+ 1
}+∞
n=1
,{(
v
(n)
1
)′}+∞
n=1
îãðàíè÷åíû â Lp(0, l) â ñèëó ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé
{
u
(n)
1
}+∞
n=1
,
{
v
(n)
1
}+∞
n=1
â
◦
W
(1)
p (0, l) . Îòñþäà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïðè n→ +
+∞ ïåðâîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî èíòåãðàëîâ ê íóëþ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà.
Ñõîäèìîñòü ïðè n → +∞ ê íóëþ âòîðîãî è ïÿòîãî èíòåãðàëîâ åñòü ñëåäñòâèå
ñëàáîé ñõîäèìîñòè â
◦
W
(1)
p (0, l) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{
u
(n)
1
}+∞
n=1
,
{
v
(n)
1
}+∞
n=1
ê u1
è v1 ñîîòâåòñòâåííî è òîãî, ÷òî u
2
2 ∈ Lp∗(0, l) , u2 v2 ∈ Lp∗(0, l) . Â ñèëó (23) èç
òîãî, ÷òî u(n) ⇀ u â V ïðè n → +∞ è lim sup
n→+∞
〈
Hu(n), u(n) − u
〉
≤ 0, ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî lim inf
n→+∞
〈
Hu(n), u(n) − v
〉
≥ 〈Hu, u− v〉 äëÿ âñåõ v ∈ V . Êðîìå òîãî,
(17) îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü H , ñëåäîâàòåëüíî, H  ïñåâäîìîíîòîííûé îïåðàòîð.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (19). àññìîòðèì ïðåäâàðè-
òåëüíî çàäà÷ó ïîèñêà ýëåìåíòà u ∈ K , ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà
〈Tu, v − u〉+ q0 〈Qu, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀ v ∈ K, (24)
ãäå q0  çàäàííîå ÷èñëî, K  íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ðå-
ëåêñèâíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà V , îïåðàòîð T : V → V ∗ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìî-
íîòîííûì è êîýðöèòèâíûì, òî åñòü
〈Tv, v − v 0〉 ≥ ρ (‖v‖) ‖v‖ ∀ v ∈ V, lim
ξ→+∞
ρ (ξ) = +∞, (25)
v 0  èêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç V , îïåðàòîð Q : V → V ∗ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìîíî-
òîííûì, f ∈ V ∗  çàäàííûé ýëåìåíò.
Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà qδ > 0 , r0 > 0 è
ýëåìåíò v0 ∈ K0 = {v ∈ K : ‖v‖ ≤ r0} , ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
‖f‖V ∗ ≤ δ, |q| < q δ (26)
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
〈Tv, v − v0 〉+ q 〈Qv, v − v0 〉 > 〈f, v − v0 〉 ∀ v ∈ S0, (27)
ãäå S0 = {v ∈ K : ‖v‖ = r0} .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ > 0  ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ‖f‖V ∗ ≤ δ > 0 . Ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâî K íå ïóñòî, òî ñóùåñòâóåò v∗ ∈ K , ïðè ýòîì äëÿ r∗ > ‖v∗‖
ìíîæåñòâî Kr∗ òàêæå íå ïóñòî. Çàèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò v0 ∈ Kr0 . Èç êî-
ýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðà T ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ r0 > r∗ , M0 > 0 , ÷òî ïðè
‖v‖ ≥ r0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
〈Tv, v − v0〉−〈f, v − v0〉 ≥ ρ(‖v‖)‖v‖−δ‖v−v0‖ ≥ [ρ(‖v‖)− δ] ‖v‖−δ‖v0‖ ≥M0. (28)
Ïîñêîëüêó Q  ïñåâäîìîíîòîííûé îïåðàòîð, îí îãðàíè÷åí, à çíà÷èò, íàéäåòñÿ
òàêîå q δ > 0 , ÷òî ïðè ‖v‖ ≤ r 0 è |q| < q δ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
| 〈q Qv, v − v 0 〉| ≤ |q| ‖Qv‖V ∗ ‖v − v 0 ‖ ≤M 0/2 . (29)
Èç (28) è (29) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (26) èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî (27)
〈Tv, v − v0〉+ q 〈Qv, v − v0〉 − 〈f, v − v0〉 ≥M0 −M0/2 = M0/2 > 0 ∀ v ∈ S0.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. òåîðåìû 8.1 è 8.2 [5, ñ. 258, 262℄).
Òåîðåìà 1. Åñëè K  íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ðåëåê-
ñèâíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà V , P : V → V ∗  ïñåâäîìîíîòîííûé îïåðàòîð,
òî ïðè ëþáîì f ∈ V ∗ çàäà÷à ïîèñêà òàêîãî ýëåìåíòà u ∈ K , ÷òî
〈Pu, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀ v ∈ K, (30)
èìååò ðåøåíèå ïðè âûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç óñëîâèé: i) P  êîýðöèòèâíûé
îïåðàòîð; ii) K  îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ V ∗ , âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12)(14). Òîãäà
1) åñëè p > 3 , òî íåðàâåíñòâî (19) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì q0 ;
2) åñëè p = 3 , òî íåðàâåíñòâî (19) èìååò ðåøåíèå ïðè âñåõ q0 , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ |q0| < q1 = k0/c2;
3) åñëè 1 < p < 3 , òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ q δ > 0 , òàêîå, ÷òî çàäà÷à
(19) èìååò ðåøåíèå ïðè óñëîâèÿõ ‖f‖V ∗ ≤ δ, |q0| < qδ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì T = A+D , Q = B+H . Â ñèëó íåðàâåíñòâ (20),
(21) èìååì äëÿ v0 = 0 ∈ K :
〈Tu, u〉 ≥ k0‖u‖p − c4‖u‖p−1 − c5 ∀u ∈ V. (31)
Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 3 îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, ìîíîòîííûì, â
ñèëó ëåìì 5 è 6 îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìîíîòîííûì, êðîìå òîãî, èç (16), (17)
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V
|〈Qu, v〉| ≤ c1 ( ‖u‖+ 1) ‖v‖+ c2‖u‖ (‖u‖+ 1) ‖v‖ = [c1 + c2 ‖u‖] [‖u‖+ 1] ‖v‖.
Ïðè ýòîì
〈Tu+ q0Qu, u〉 ≥ k0‖u‖p − c4‖u‖p−1 − |q0|c2 ‖u‖3 − |q0|(c1 + c2)− |q0|c1 ‖u‖ − c5,
òî åñòü îïåðàòîð P = T + q0Q ÿâëÿåòñÿ êîýðöèòèâíûì â óñëîâèÿõ ïóíêòîâ 1) è 2)
íàñòîÿùåé òåîðåìû.
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Èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà T è ïñåâäîìîíîòîííîñòè Q ñëåäóåò ïñåâäîìîíî-
òîííîñòü îïåðàòîðà P (ñì. çàìå÷àíèå 2.2.12 [5, ñ. 201℄).
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (19) â ñëó÷àÿõ 1) è 2) ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ i) òåîðåìû 1.
àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà 1 < p < 3 . Îïðåäåëèì, òàê æå êàê è â òåîðåìå
1, äëÿ r > 0 ìíîæåñòâî Kr = {u ∈ K : ‖u‖V ≤ r}, ÿâëÿþùååñÿ âûïóêëûì, çàìêíó-
òûì è îãðàíè÷åííûì. Èç óñëîâèÿ ii) òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
òàêîé óíêöèè ur ∈ Kr , ÷òî
〈(T + q0Q)ur, v − ur〉 ≥ 〈f, v − ur〉 ∀ v ∈ Kr, (32)
èìååò ðåøåíèå. Ïî ëåììå 7 äëÿ êîíñòàíòû δ èç óòâåðæäåíèÿ 3) íàñòîÿùåé òåîðåìû
âûáåðåì òàêèå âåëè÷èíû qδ > 0 , r > 0 è ýëåìåíò v0 ∈Mr , ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (26). Òîãäà åñëè ‖ur‖ = r , òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
〈(T + q0Q)ur, ur − v0 〉 > 〈f, ur − v0 〉 , v 0 ∈ Kr,
ïðîòèâîðå÷àùåå óñëîâèþ (32). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖ur ‖ < r .
Ïîêàæåì, ÷òî ur áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (19). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ∈ K , òî
íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 , ïðè êîòîðîì vε = (1−ε)ur+εv ∈ Kr. Èñïîëüçóÿ
â íåðàâåíñòâå (32) â êà÷åñòâå v óíêöèþ vε , ïîëó÷èì
ε 〈(T + q0Q)ur, v − ur〉 ≥ ε 〈f, v − ur〉 ∀ v ∈ K,
è ñëåäîâàòåëüíî,
〈(T + q0Q)ur, v − ur〉 ≥ 〈f, v − ur〉 ∀ v ∈ K.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêòû  11-01-00667,
12-01-00955, 12-01-97026, 12-01-31515).
Summary
G.R. Abdyusheva, I.B. Badriev, V.V. Banderov, O.A. Zadvornov, R.R. Tagirov.
Mathematial Modeling of the Equilibrium Problem for a Soft Biologial Shell. I. Generalized
Statement.
A mathematial model of the equilibrium problem for a soft biologial shell (small
intestine) is onstruted. The biologial shell is modeled by a soft network shell formed by two
families of mutually interseting reinforing laments in the longitudinal and radial diretions.
A generalized formulation of the problem as a variational inequality with pseudomonotone
operators is given. The solvability of the variational inequality is examined.
Key words: soft biologial shell, mathematial model, variational inequality, iterative
method.
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